Russellov Russellov paradoks

Goran Lojki¢

Russellov paradoks razreda svih razreda koji nisu svoji ¢lanovi najpo-
znatija je antinomija tzv. naivne teorije skupova. Paradoks je izravno
motivirao nastanak Russellove teorije tipova i, zajedno s drugim an-
tinomijama naivne teorije, aksiomatizaciju teorije skupova. Medutim,
puno je manje poznato na koji je nacin sam Russell, u svjetlu svojih
onovremenih metafizickih pogleda na narav razreda, isprva interpreti-
rao paradoks koji je otkrio i rjeSenje koje je na paradoks ponudio. Cilj
je ovoga rada izloziti Russellovo razumijevanje paradoksa i odgovora na
nj u kontekstu njegove rane filozofije matematike.

Russellov paradoks

U svojoj filozofijskoj autobiografiji My Philosophical Development [31]
Bertrand Russell piSe da je u ljeto 1900. u Parizu, sudjelujuci na pr-
vom Medunarodnom filozofijskom kongresu, postao “svjestan vaznosti
logicke reforme za filozofiju matematike” [31, str. 65].! Kao presudan
utjecaj navodi Peana, koji je “u svakoj raspravi pokazao vise preciznosti
i logicke strogosti nego $to je pokazao bilo tko drugi” [31, str. 65]. Za-
molio je Peana za primjerke njegovih radova i, kako kaze, “smjesta ih
sve procitao” [31, str. 65]. Prema Russellovu sjecanju, bio je kraj srpnja
kada je upoznao Peana, a prvu radnu inacicu knjige The Principles of
Mathematics [30] dovr$io je do kraja iste godine (usp. [31, str. 72-73]).2

! Nije li navedeno drukcije, sve citate preveo je s engleskoga autor rada.

? Grattan-Guinness u [17, str. 57] Russellovu pri¢u opisuje kao “apsurdno pogrjes-
nu” te tvrdi da Russell ve¢inu radova tzv. peanista nije zaprimio jo$ mjesec dana od
zahtjeva, a da se iz sacuvanih rukopisa vidi da je pisanje Principles trajalo do u 1902.
godinu. Posebno, napominje da su klju¢ni dijelovi s logikom relacija i definicijama ci-
jelih brojeva nastali tek 1901. (usp. [17, str. 57-58]).
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To razdoblje glasovito opisuje kao “intelektualni medeni mjesec kakav
ni prije ni poslije nije nikada iskusio” [31, str. 73].

Peano u svojoj aksiomatizaciji aritmetike pomoc¢u nove simbolic-
ke notacije u Arithmetices principia [26], maloj knjizici na latinskom
u kojoj se prvi puta pojavljuju njegovi slavni aksiomi, ostro razlikuje
matematicke od logickih simbola (usp. [27, str. 85]). Posebno, tvrdi Pe-
ano, izrazi za brojeve pripadaju aritmetickim, a ne logickim simbolima.
Russell, s druge strane, u Principles predlaze definiciju kojom se brojevi
svode na odredenu vrstu razreda. Preciznije, definira kardinalne brojeve
kao razrede ekvipotentnih ili, drzeci se Russellova nazivlja, sli¢nih (simi-
lar) razreda. Prema toj je definiciji broj 0 razred svih razreda bez ijed-
noga ¢lana (tj. razred koji kao svoj jedini element sadrzi prazan razred
(null-class)), broj 1 razred je svih razreda sli¢nih razredu 0 (tj. razred
svih razreda sa samo jednim ¢lanom), broj 2 pak razred svih razreda
koji su sli¢ni razredu koji sadrzi samo 0 i 1 (dakle, razred svih razreda
koji sadrze upravo dva ¢lana) itd. Za tu se definiciju uobicajilo ime ‘Fre-
ge-Russellova definicija brojeva’’ Redni su brojevi definirani na slican
nacin, kao razredi slicnih dobro uredenih razreda. Unato¢ odstupanju
od Peana, te su definicije postale dostupne upravo zahvaljujuci njemu:
razlikovanje jedini¢noga razreda od njegova jedinoga elementa, o kojem
predloZene definicije brojeva ovise, Russell iznosi kao jedno od najvaz-
nijih tehnickih rezultata koje je naucio od Peana (usp. [31, str. 66-67]).*

? Pritom, Fregeu pripada prednost i vjerojatno je upravo on, preko Peana, posredno
utjecao na Russella. Definicija sli¢cna Russellovoj nalazi se u Grundgesetze der Arithmetik
iz 1893. [10], ali Frege istu predlaze jos 1884. u Die Grundlagen der Arithmetik [9], dakle
barem $esnaest godina prije nego $to Russell dolazi do iste ideje. Iako Russell jos u li-
stopadu 1900. posjeduje Grundgesetze i sa skromnim ih uspjehom pokusava ¢itati (usp.
[2, str. 65]), prije predaje Principles u tisak u svibnju 1902. nije uspio “shvatiti njezinu
vaznost ili razumjeti njezin sadrzaj” [30, str. xvi]. Tek u lipnju 1902. pazljivo ¢ita Fregea
i naknadno pise prvi dodatak knjige, naslovljen “The Logical and Arithmetical Doctri-
nes of Frege”, gdje za Fregeovo djelo kaze da “obiluje finim distinkcijama i izbjegava
sve uobicajene pogrjeske’, a za njegov simbolizam da je, iako nezgrapan za prakti¢nu
primjenu, “zasnovan na analizi logi¢kih pojmova koja je mnogo dublja od Peanove” i
da je ktomu “filozofijski jako nadmocan” Peanovu [30, str. 501]. Svoju definiciju brojeva
Russell, ¢ini se, izravno duguje Peanu, jer u Principles, odgovarajuci na prigovore defini-
ciji, citira Peana, koji tu definiciju odbacuje (usp. [30, str. 115]). No Peano tu definiciju
razmatra vjerojatno imajuci na umu Fregeove Grundgesetze, prikaz kojih je objavio jos
1895. u Rivista di matematica (usp. [33, str. xxvii]).

* Puna prica o jedini¢nim razredima u Principles dosta je sloZenija, no vise o tome
kazat ¢emo u trecem odsjecku.
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Medutim, smatra Russell, s definicijom brojeva u terminima razreda
nestalo je potrebe razlikovati logicke od aritmetickih simbola (ili logicke
od aritmetic¢kih pojmova), kako to ¢ini Peano. Pojam razreda pojam je
koji pripada (takoder i) logici. Naime, Russell o razredima, u skladu s
Booleovom logickom tradicijom i pod utjecajem Whiteheadove A Tre-
atise on Universal Algebra [36], razmiSlja prije svega kao o opsezima
pojmova (usp. [23, str. 635]).> Znadi to da se svi aritmeticki pojmovi
mogu definirati u terminima pojmova same logike. Svodenje aritmetic-
koga pojma broja na pojam razreda tako postaje osnova Russellova po-
gleda na matematiku, prema kojemu se cjelokupna “Cista” matematika
u konacnici svodi na logiku. Malo preciznije govoredi, svi se pojmovi
matematike mogu svesti na temeljne pojmove logike, a sve matema-
ticke tvrdnje na logicke istine: cjelokupna je matematika izvedljiva iz
op¢ih logickih aksioma. U predgovoru The Principles of Mathematics
kaze Russell da je jedan od glavnih ciljeva knjige ponuditi “dokaz da se
sva Cista matematika bavi isklju¢ivo pojmovima definirljivim pomocu
vrlo maloga broja temeljnih logickih pojmova, a da su svi njezini stavci
[propositions] izvedljivi iz vrlo maloga broja temeljnih logickih nacela”
[30, str. xv]. Sli¢no, na samom pocetku knjige, u prvoj recenici prvoga
poglavlja, naslovljenoga “Definition of Pure Mathematics”, Russell pise:

Cista je matematika razred svih stavaka oblika “p implicira q”, gdje su p i g
stavci koji sadrze jednu ili viSe varijabla, istih u obama stavcima, a ni p ni g ne
sadrze nijednu konstantu osim logickih konstanti. A sve su logicke konstante
pojmovi definirljivi u terminima sljedec¢ih: implikacije, relacije oznake [term]
prema razredu kojega je ¢lan, pojma takav da, pojma relacije i takvih daljnjih
pojmova koji mogu biti ukljuceni u pojam stavaka gore spomenuta oblika. Do-
datno, matematika rabi pojam koji nije sastavnica [constituent] stavaka na koje
se odnosi, naime pojam istine [30, str. 3].

Za stajaliSte prema kojemu su bilo sva matematika bilo samo odredene
njezine tradicionalne grane ili discipline svedljive na logiku kasnije se
u filozofiji matematike ustalio naziv ‘logicizam;, a Russell je, uz Fregea,

> Russell u [30, str. 18-19] piSe da, za razliku od Peana, koji pojmove razreda i
¢lanstva u razredu uzima kao temeljne ili primitivne pojmove, u svojoj teoriji razreda
polazi od tri nedefinirljiva pojma (indefinables): relacije ¢lanstva ili pripadnosti, sta-
vacne funkcije - tj. svojevrsnoga Russellova poopcenja pojma pojma — i pojma “takav
da” (such that). Malo dalje piSe da “razred moze biti definiran kao sve one oznake koje
zadovoljavaju neku stava¢nu funkciju” [30, str. 20]. Preciznije znacenje te Russellove
tvrdnje postat Ce jasnije u narednim odsjeccima.
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ostao povijesno najznacajniji njegov predstavnik.® Iako ¢e kasnije sam
odbaciti gore citiranu definiciju ¢iste matematike i znatno promijeniti
svoje pocetne metafizicke poglede o naravi predmeta logike i matema-
tike, to osnovno razumijevanje odnosa logike i matematike Russell ni-
kada nije napustio.”

Nazalost, kako se pokazalo, Russellov intelektualni medeni mjesec
nije dugo potrajao i uskoro ga je zamijenila “intelektualna tuga” [31,
str. 73]. Razmatraju¢i slavni Cantorov dokaz o nepostojanju najvecega
kardinalnog broja, Russell u prolje¢e 1901. otkriva protuslovlje koje da-
nas znamo pod imenom ‘Russellov paradoks, iako isprva ne shvacajuci
posve vaznost paradoksa i misle¢i da je mozda rije¢ tek o “trivijalnoj
pogrjesci u [njegovu] rasudivanju” [31, str. 76].® Iduce godine, nekoliko
tjedana nakon $to je rukopis Principles ve¢ predao u tisak, u kratkom
pismu od 16. lipnja 1902. — pismu koje ¢e tijekom narednoga stoljeca
postati vjerojatno najcitiranije pismo u povijesti filozofije — Russell o
otkrivenom paradoksu obavjestava Fregea:

Neka je w prirok: biti prirok koji se ne moze priricati sam sebi. Moze li se w
priricati sam sebi? Iz bilo kojega odgovora, suprotno slijedi. Stoga moramo
zakljuciti da w nije prirok. Sli¢no tomu, ne postoji razred (kao sveukupnost)

¢ Definicija logicizma prema kojoj je logicizam stajaliste da se sva matematika moze
svesti na logiku bila bi prestroga (usp. [16, str. 171]). Russellov je logicizam radikalniji
od Fregeova utoliko $to Frege nije smatrao da se geometrija, za razliku od aritmetike,
svodi na logiku. Russell jest, ve¢ stoga §to je, za razliku od Fregea, prihvacao aritmetiza-
ciju geometrije. Sazet ali informativan prikaz razlike izmedu Russellove i Fregeove kon-
cepcije logicizma moze se naci u [24, str. 13-16]. Sam izraz ‘logicizam’ nije ni Russellov
ni Fregeov, ve¢ je kasnijega podrijetla i dugujemo ga Carnapu u [5].

7 Dobar dio uvoda drugomu izdanju Principles iz 1938. posvecuje Russell kritickoj
analizi svoje definicije ¢iste matematike s pocetka knjige, ali ujedno naglasava da nikada
nije vidio nikakva razloga izmijeniti “temeljnu tezu [knjige], da su matematika i logika
istovjetne” [30, str. v]. Koliko su se s viemenom Russellovi metafizi¢ki pogledi na logiku
promijenili govori to §to u vrijeme pisanja My Philosophical Development, izdane 1959.,
zakone logike smatra tek jezi¢nim konvencijama: “Vise ne mislim da su zakoni logike
zakoni stvari; naprotiv, sada ih smatram ¢isto jezi¢nima” [31, str. 102].

8 Griffin u [19] detaljno opisuje povijest i kontekst otkri¢a Russellova paradoksa,
a Klement u [22] analizira odnos izmedu Cantorova poucka o partitivnom skupu i
razli¢itih paradoksa koje je Russell bilo sam otkrio bilo samo razmatrao u svojim dje-
lima, ukljucujudi paradoks razreda koji nisu svoji ¢lanovi i paradoks priroka koji ne
oprimjeruju sami sebe. Sam Russell u Principles otkriveni paradoks dosljedno naziva
jednostavno ‘protuslovlje’ (the contradiction).
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onih razreda koji, svaki uzet kao sveukupnost, ne pripadaju sami sebi. Iz toga
zaklju¢ujem da pod odredenim okolnostima definirljiva kolekcija [Menge] ne
tvori sveukupnost [20, str. 125].°

Vazno je napomenuti da Russell, kada govori o priroku, ne misli na
jezi¢ni izraz, ve¢ otprilike na ono $to bismo nazvali ‘svojstvo, ‘atribut’
ili ‘pojam’ Vise ¢emo o tome kazati u narednom odsjecku pa je za sada
ta napomena dovoljna. Govore¢i pak o razredu kao sveukupnosti (to-
tality), Russell na umu ima kolekciju ili mnozinu entiteta koji, uzeti za-
jedno, tvore sjedinjenu cjelinu, tj. kolekciju entiteta koja se i sama moze
razumjeti kao jedna stvar ili kao zaseban entitet. Puno znacenje toga
izraza postat ¢e nam jasno tek nakon analize u trecem odsjecku, no
Russellov jezik pritom vjerojatno odrazava Cantorov nacin konceptu-
alizacije problema tzv. paradoksalnih razreda. Cantor, naime, razlikuje
dvije vrste razreda ili, vjernije njegovu nazivlju, dvije vrste mnostvenosti
(Vielheiten): suvisle, koje se mogu shvatiti kao neko jedno, kao jedna
stvar (Einheit), i nesuvisle, koje se tako shvatiti ne mogu, npr. razred svih
rednih brojeva, razred svih transfinitnih kardinalnih brojeva i sL.° To je
razlikovanje blisko razlici koju danas povla¢imo u nekim aksiomatskim
teorijama skupova (npr. u NBG) izmedu skupova (tj. onih razreda koji
suisami elementi drugih razreda) i pravih razreda (tj. razreda koji nisu
elementi drugih razreda, koji su “preveliki” da bi bili skupovi).!! Russe-
llov ¢emo paradoks stoga za pocetak opisati na danas standardan nacin,
govoredi jednostavno o skupovima. Kako ¢emo vidjeti, to standardno
izlaganje paradoksa prikriva vaznu filozofijsku distinkciju, klju¢nu za
razumijevanje Russellove vlastite interpretacije otkrivenoga protuslov-
lja, njegova odgovora na nj predlozenoga u dodatku Principles, kao i
njegovih razloga za nezadovoljstvo tim odgovorom. Raspravu o tome
moramo odgoditi dok se malo detaljnije ne upoznamo s pozadinskom
ontologijom Principles, no vratit ¢emo joj se u trecem odsjecku.

° Pismo je pisano na njemackom jeziku, no prijevod je prema engleskomu prijevodu
u [20], koji sadrzava rije¢ ‘Menge’ unutar uglatih zagrada. U kratkoj napomeni prije
engleskoga prijevoda pisma stoji da je Russell prijevod pregledao i odobrio ga.

' Vidi Cantorovo pismo Dedekindu u [20, str. 113-117]. Cantini u [4, str. 880] (u
podrubnici 5) navodi da se sli¢no razlikovanje moze na¢i jos ranije kod Schrodera u
[34].

! Kriterij razlikovanja izmedu skupova i pravih razreda u teoriji NBG moze se shva-
titi kao preciziranje Cantorova kriterija: razred je neko jedno ako i samo ako je element
nekoga razreda.
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Pismo Fregeu sadrzi dvije inacice paradoksa, skupovnu i priro¢nu —
ili, kazano malo druk¢ijim rije¢ima, ekstenzionalnu i intenzionalnu - no
njihova je struktura ista. Russell polazi od naizgled nesporne i oc¢igledno
istinite pretpostavke o skupovima, odnosno prirocima, pokazujuci da je
iz te pretpostavke sasvim elementarnim nac¢inom zakljucivanja takoreci
umah izvedljivo protuslovlje.

“Ocigledno istinita” pretpostavka tzv. naivne teorije skupova jest ta
da za svaki dobro definiran uvjet ¢, iskazan npr. formulom s jednom
slobodnom varijablom, postoji neki skup (mozda prazan) koji kao svoje
¢lanove sadrzi upravo one predmete koji uvjet u pitanju zadovoljavaju.
Recimo, ako je ¢ “x je ljudsko bice”, onda postoji skup koji kao ¢lanove
sadrzi sva ljudska bica i nista §to nije ljudsko bice nije njegov ¢lan. Ako
je ¢ “x je ljudsko bice i x nije ljudsko bice”, postoji skup koji sadrzi sve
i samo one predmete koji ujedno i jesu i nisu ljudska bi¢a - naime,
prazan skup. Ta se pretpostavka danas obi¢no naziva nacelom sadrzaja
(komprehenzije) ili nacelom apstrakcije (ili, u kontekstu aksiomatizacije
teorije skupova, aksiomatskom shemom sadrzaja). U priro¢noj inacici
paradoksa imamo analogno nacelo sadrzaja za priroke, prema kojemu
za svaki uvjet ¢ postoji odgovarajuce svojstvo koje se pririce (ili, kaze-
mo jo§, koje je oprimjereno) upravo onim predmetima koji taj uvjet
zadovoljavaju. Primjerice, ako je ¢ “x je ljudsko bice”, postoji svojstvo
(“ljudskost” ili “biti ljudsko bice”, recimo), koje pripada svim i samo
onim predmetima koji zadovoljavaju ¢.

Nacelo sadrzaja (bilo za skupove bilo za priroke) formalno mozemo
prikazati na sljedeci nacin:

Ay Vx (x Ey < ¢).

Neformalno ¢itano, postoji skup y kojega su ¢lanovi upravo oni pred-
meti x koji zadovoljavaju uvjet ¢. Odnosno, u priro¢noj inacici, prilago-
dimo li neformalno tumacenje znaka ‘€, postoji prirok y koji se odnosi
upravo na one predmete x koji zadovoljavaju uvjet ¢. Radi jednostav-
nosti ograni¢imo vrijednosti varijabla na skupove, odnosno priroke, i
uzmimo sada da je na$ uvjet ¢ “biti skup koji ne pripada sam sebi” (tj.
“x nije element od x”) ili “biti prirok koji se ne priric¢e sam sebi” (tj. “x
ne oprimjeruje x”). Iz nacela sadrzaja tada slijedi:

Ay Vx (x €y x &€ x).
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Taj iskaz kaze da postoji skup y kojega su ¢lanovi upravo oni skupovi
koji nisu sami svoji ¢lanovi. Odnosno, da postoji prirok y koji je opri-
mjeren upravo onim prirocima koji nisu oprimjereni samima sobom.
Nazovemo li taj skup ili prirok °S} imamo:

Vx (x €S x & x).

Sada je lako vidjeti problem. Prema gornjemu iskazu, za svaki skup x vri-
jedi da je ¢lan skupa S ako i samo ako skup x nije sam svoj ¢lan. Vrijedi
to za svaki skup x pa tako onda i za sam skup S. U priro¢nom citanju,
gornji nam iskaz kaze da za svaki prirok x vrijedi da oprimjeruje prirok
S ako i samo ako prirok x ne oprimjeruje sam sebe. Kako to vrijedi za
svaki x, vrijedi i za prirok S. Stoga slijedi:

SeS—S¢&Ss.

Skup koji sadrzi upravo one skupove koji sami sebe ne sadrze ujedno
i jest i nije svoj ¢lan. Prirok koji se priri¢e upravo onim prirocima koji
se ne priri¢u samima sebi ujedno i jest i nije oprimjeren samim sobom.
Izvedeno protuslovlje jasno pokazuje da nesto nije u redu s naivnim
nacelom sadrzaja — drugim rije¢ima, da nesto nije u redu s nasim “intui-
tivnim” ili “predteorijskim” razumijevanjem razreda i priroka. Sto to¢no
nije u redu, puno je teze za vidjeti.

Za razliku od Russella samoga, Frege odmah uocava vaznost nje-
gova paradoksa.”” U odgovoru Russellu pise da ga je njegovo otkrice
iznenadilo i zapanjilo i uzdrmalo temelje na kojima se nadao izgraditi
aritmetiku - $tovise, da se boji da paradoks prijeti ne samo njegovu vec¢
bilo kojemu mogucem utemeljenju aritmetike. No, koliko god se otkrice
na prvi pogled ¢ini nezeljenim, kaze, mozda ce iz njega proizaci vazan
napredak u logici.”? U vrijeme kada prima Russellovo pismo, drugi sve-

12 JTako se ponegdje tvrdi da je Russell postao svjestan vaznosti paradoksa tek s
Fregeovim dramati¢nim odgovorom, Grattan-Guinness u [18, str. 324] upozorava da
protiv toga govori ve¢ sama ¢injenica da Russell zapocinje korespondenciju s Fregeom
nakon dovrsetka Principles i poglavlja o paradoksu u prvom dijelu knjige. Prije znatnih
izmjena teksta u korekturi, Russell u otkrivenom protuslovlju vidi ozbiljan problem za
definiciju brojeva kao razreda sli¢nih razreda i ¢ini mu se da bi se brojevi morali ipak
prihvatiti kao nedefinirljivi (usp. [2, str. 66]).

' Engleski se prijevod Fregeova odgovora moze naci u [20, str. 127-128]. Frege
upozorava da se, strogo gledano, paradoks u obliku u kojem ga je opisao Russell ne
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zak njegova glavnoga djela Grundgesetze der Arithmetik nalazi se u tisku
i Frege knjizi uspijeva samo priloziti dodatak u kojem opisuje paradoks
i iznosi — kako ¢e se pokazati, neuspjesan - prijedlog kako paradoks
izbje¢i." Od planiranoga treceg sveska Frege odustaje, a kasniji njegovi
radovi pokazuju da ga je Russellovo otkrice uvjerilo da je logicizam
neistinit (usp. [16, str. 182]).

O paradoksu - ili protuslovlju, kako ga jednostavno naziva — Russell
opsirno pise u The Principles of Mathematics, posvecujuc¢i mu, izmedu
ostaloga, zavr$no poglavlje prvoga dijela knjige, naslovljeno jednostav-
no “The Contradiction” Naravno, odredeni su paradoksi skupova bili
poznati matemati¢arima i prije Russellova. Burali-Forti je paradoks
najvecega rednog broja objavio jo$ 1897., ali njime nije privukao vec¢u
paznju.” Cantor, dodusSe, paradoks najvecega kardinalnog broja, koji
danas nosi njegovo ime, nije objavio, ali obznanio ga je u pismima Dede-
kindu 1899., a ¢ini se da zna za antinomiju ve¢ 1895., mozda ¢ak i 1883.
(usp. [19, str. 350] i [4, str. 879]).1 Stovise, paradoks skupa skupova koji
nisu svoji ¢lanovi - dakle, paradoks koji znamo kao ‘Russellov’ - od
1902., neovisno o Russellu i Fregeu, poznat je Hilbertu, Zermelu i Hu-
sserlu (usp. [4, str. 881-882]). Medutim, do Russella i Fregea paradoksi

moze formulirati u njegovu sustavu - za Fregea, prirok se ne moze priricati prirocima,
tj. funkcija ne moze kao svoj argument imati funkciju - ali da Russellovu formulaciju
nije problem prikladno preinaciti.

'* U dodatku Frege pise: “Znanstvenom piscu jedva se moze dogoditi nesto nepo-
zeljnije negoli da mu se nakon dovrsetka jednog rada uzdrma jedna od osnova njegove
gradevine. Ja sam stavljen u taj polozaj pismom gospodina Bertranda Russella kad se
tiskanje ovog sveska priblizavalo kraju...” (Prijevod Vladimira Devidéa preuzet je iz [8,
str. 190].) Poznata analiza Fregeova prijedloga Quineov je “On Frege’s Way Out” [28],
no Quine napominje, pozivajuéi se na Sobocinskog u [35], da je Lesniewski jo$ 1938.
pokazao da je Fregeov prijedlog nesuvisao.

15 Prijevod Burali-Fortijeva ¢lanka na engleski, “A Question on Transfinite Num-
bers”, nalazi se u [20, str. 105-112]. Svoj paradoks najvecega rednog broja Burali-Forti
nije vidio kao paradoks, ve¢ tek kao reductio tvrdnje da je skup rednih brojeva linearno
ureden (usp. [20, str. 104] i [4, str. 878-879]). Heijenoort u [20, str. 104] piSe da je
paradoks odmah izazvao zanimanje medu matematicarima, ali Garciadiego u [13, str.
25-26] i, pozivajudi se na nj, Griffin u [19, str. 350] tvrde da je, naprotiv, isprva potpuno
ignoriran.

' Engleski je prijevod Cantorova pisma Dedekindu od 28. srpnja 1889. u [20, str.
113-117]. U pismu Cantor razmatra i paradoks najvecega rednog broja i paradoks naj-
vecega kardinalnog broja.
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nisu prepoznati kao ozbiljan problem, bilo za matematiku bilo za logiku
samu. Razlozi su razliditi: s jedne strane, Cantor u paradoksima vidi
otkri¢e da postoje nesuvisle mnostvenosti, §to smatra pozitivnhim do-
prinosom svojoj teoriji; s druge strane, Hilbert i krug matematicara oko
njega paradokse skupova vide jednostavno kao prirodnu i ocekivanu
pojavu u rastucoj mladoj disciplini kakva je u to vrijeme teorija skupova
(usp. [19, str. 351-352] i [4, str. 883]). Tek Russell i Frege u paradoksima
vide dubok problem, koji nije vezan samo uz pojedinu matematicku
disciplinu, ve¢ logiku i misljenje opcenito. Kako Russell kasnije piSe,
paradoks je pokazao da “iz premisa koje su svi logicari, bilo koje skole,
prihvacali jos od vremena Aristotela, mogu se izvesti protuslovlja” [31,
str. 75]. Vaznost je Russellova paradoksa, Cetiri desetlje¢a nakon njegova
otkrica ocjenjuje Godel, upravo u tome sto je pokazao da su nase logicke
intuicije protuslovne:

Analizirajudi paradokse do kojih je dovela Cantorova teorija skupova, oslobo-
dio ih je [Russell] svih tehnickih matematickih detalja, izvevsi tako na vidjelo
zapanjujucu ¢injenicu da su nase logicke intuicije (tj. intuicije u pogledu takvih
pojmova kao: istina, pojam [concept], bice [being], razred, itd.) protuslovne [15,
str. 124].

U svega nekoliko godina nakon Russellova pojavljuju se u literaturi i
drugi paradoksi, $to, u uskom smislu, skupovnoteorijski, sto, kako ih
danas nazivamo, semanticki.”” Kao jedan od odgovora na skupovnote-
orijske paradokse, koji je u meduvremenu postao standardnim, razvi-
jene su aksiomatske teorije skupova, prije svega ZF(C): ograni¢enjem
aksiomatske sheme sadrzaja - ili, drugim rije¢ima, njezinom zamje-
nom aksiomatskom shemom odijeljenosti (separacije) - onemogucena
je konstrukcija paradoksa, a dodatni aksiomi osiguravaju opstojnost
pojedinih vrsta skupova, primjerice partitivnhoga skupa, unije skupova
i sl. Russellov je odgovor, s druge strane, logicki sustav kojemu je dao
ime ‘teorija tipova.'®

7 Russell mnoge od njih opisuje na pocetku ¢lanka “Mathematical Logic as Based
on the Theory of Types” [29, str. 222-224] i u uvodu Principia Mathematica [37, str.
60-61]. Copi u [7, str. 1-9] daje dobar uvodni opis i analizu paradoksa, a Cantini u [4]
iznosi noviji povijesni prijegled odnosa izmedu paradoksa i razvoja matematicke logike.

'8 Zermelo u [38] aksiomatizira teoriju skupova 1908., kada je Russell ve¢im dijelom
ve( razvio svoju razgranatu teoriju tipova. No, aksiomatska teorija skupova za logicista
Russellova tipa ne bi bila posve zadovoljavajuce rjesenje, ma koliko bila tehnicki pri-
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Russellov odgovor

Russellova teorija tipova, kao formalni okvir njegova logicistickoga pro-
jekta svodenja matematike na logiku, svoj ¢e konacan oblik dobiti tek u
trima svescima monumentalnoga djela Principia Mathematica [37], pi-
sanima u suradnji s Whiteheadom i objavljenima od 1910. do 1913. No
prvi okvirni nacrt teorije tipova Russell objavljuje ve¢ 1903. u drugom
dodatku The Principles of Mathematics, naslovljenom “The Doctrine of
Types™"” Osnovnu ideju teorije tipova opisuje na sljede¢i nacin:

Svaka stavacna funkcija [propositional function] ¢(x) [...] ima, uz svoje podrucje
istinitosti, podrucje znacenja [range of significance], tj. podruéje unutar kojega x
mora lezati da bi ¢(x) uopce bila stavak [proposition], bilo istinit bilo neistinit.
To je prva tocka u teoriji tipova; druga je tocka da podrudja znacenja tvore
tipove, tj. ako x pripada podrucju znacenja funkcije ¢(x), onda postoji razred
predmeta, tip x-a, od kojih svi moraju takoder pripadati podrucju znacenja
funkcije ¢(x), kako god ¢ varirao; a podrudje znacenja uvijek je ili jedan tip ili
zbroj nekoliko cijelih tipova [30, str. 523].

Da bismo razumjeli Russellov prijedlog, valja pojasniti $to zapravo ima
na umu kada u Principles govori o stavcima i stavacnim funkcijama.
Stavci, naime, za nj nisu ni jezi¢ni ni mentalni entiteti, ali nisu - preci-
znije, nisu svi ili barem nisu na ocekivan nacin - ni potpuno apstraktni
ili idealni predmeti. Kako je za ocekivati, u onome $to slijedi mnoga
¢emo suptilna Russellova filozofijska razmatranja morati zanemariti ili
pojednostaviti.

Russell u predgovoru kaze da rije¢ ‘stavak’ definira na nacin koji
odstupa od njezine (tada) uobicajene uporabe, prema kojoj se stavci
“obic¢no shvacaju kao (1) istiniti ili neistiniti, (2) mentalni” [30, str. xix].
Slaze se da je ‘stavak’ primjereno ime za “ono istinito ili neistinito kao
takvo” [30, str. xix], ali nijece da su stavci mentalni entiteti jer “ono Sto
je istinito ili neistinito op¢enito nije mentalno” [30, str. xix]. Jednako
tako, stavci nisu puke recenice: “[S]tavak, osim ako nije jezi¢ni [lingui-

kladna: aksiomatski stipulirati koji skupovi postoje nije za logicista prihvatljiv nac¢in
utemeljenja.

' Dodatak je napisan krajem 1902., vjerojatno u prosincu, no rudimentarnu za-
misao teorije tipova iznosi Russell ve¢ u pismu Fregeu od 8. kolovoza, u kojem kaze
da je teorija analogna Fregeovu razlikovanju funkcija razlicitih razina (usp. [33, str.
XXXVili-Xxxix]).
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stic], sam ne sadrzi rijeci: on sadrzi entitete naznacene [indicated] rije-
¢ima” [30, str. 47]. Stavci, dakle, za Russella nisu ni jezi¢ne ni mentalne
reprezentacije — ¢injenica ili stanja stvari, recimo - ve¢ otprilike ono
Sto bismo smatrali samim ¢injenicama ili stanjima stvari, posebna vrsta
slozenih entiteta, opcenito ontologijski neovisnih o jeziku kojim ih se
izrazava i umu koji ih spoznaje. Kada mislimo, vjerujemo ili tvrdimo
neki stavak, taj stavak nije nesto (npr. recenica ili misao) $to tek imenuje
ili znaci neko stanje stvari, ve¢ upravo to stanje stvari samo. Tvrdimo li
da je Mont Blanc visi od 4000 metara, ne tvrdimo misao, koja je, prema
Russellu, “privatna psiholoska stvar” [11, str. 169], ve¢ sam predmet te
misli, sloZeni entitet kojega je sastavnica upravo planina o kojoj je rijec,
a ne tek njezino ime, predodzba ili bilo kakav drugi posrednik.” Sli¢no,
sastavnicom toga sloZenog entiteta nije izraz ‘visi od 4000 metara, nije
ni mentalna predodzba koja odgovara tomu izrazu, ali jest pojam koji
je tim izrazom naznacen.

Posljednja recenica zahtijeva dodatno pojasnjenje. Za pocetak, vaz-
no je napomenuti da Russellovi metafizicki pogledi u Principles uklju-
¢uju svojevrsnu vrlo jaku inacicu ontologijskoga realizma:

Sve §to moze biti predmet misljenja, ili $to se moze pojaviti u bilo kojem istini-
tom ili neistinitom stavku, ili ra¢unati kao jedno, nazivam oznakom [term]. To
je tada najsira rije¢ u filozofijskom rje¢niku. Rabit ¢u kao njoj istoznacne rijeci
jedinica [unit], pojedinacnost [individual] i bice [entity]. Prve dvije naglasavaju
¢injenicu da je svaka oznaka jedno, dok je treca izvedena iz ¢injenice da svaka
oznaka ima bitak [has being], tj. u nekom smislu jest. Covjek, trenutak, razred,
relacija, himera, ili bilo $to drugo $to moze biti spomenuto, svakako je oznaka; a
zanijekati da je takva i takva stvar oznaka uvijek mora biti neistinito [30, str. 43].

Sve §to uopcée moze biti predmetom misljenja jest, ima bitak, oznaka je.
Oznake Russell dijeli na pojmove (concepts) i stvari (things). Pojmovi su
ono $to je naznaceno pridjevima i glagolima, tj. ono §to naziva ‘priroci’ i
‘relacije’. Pojmovi u stavcima mogu imati dvije uloge. Osim kao podmet,
ono o ¢emu je stavak, pojam se u stavku moze “pojaviti i na drukciji
nacin” [30, str. 45] - naime, pojam moze biti prirican oznakama, tj.
odnositi se na podmete stavka, sam biti o oznakama u stavku. Stvari su
pak one oznake koje nisu pojmovi, tj. koje se ne mogu priricati drugim

0 Primjer je iz pisma Fregeu od 12. prosinca 1904. Engleski se prijevod moze naci
u [11, str. 166-170].
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oznakama - ili, drugim rijecima, oznake koje u stavku mogu biti samo
podmeti (usp. [30, str. 44-45]).* Pojmovi pritom za Russella nisu, nista
vi$e nego planine, tek nekakvi mentalni entiteti, predodzbe, psiholoske
sastavnice misli, ve¢ zasebni, o nasim mislima i tvrdnjama neovisni ide-
alni predmeti, jednako stvarni koliko i planine same.*

Oznake su ili jednostavne ili sloZene, tj. cjeline (wholes). Neke cjeline
ne pretpostavljaju nikakvu dodatnu uzajamnu povezanost svojih dijelo-
va — cjelina je u tom slucaju “potpuno specificirana kada su sve njezine
jednostavne sastavnice specificirane” [30, str. 139]. Takve cjeline naziva
Russell ‘agregati. Druge pak cjeline, one koje medu svojim sastavnicama
sadrze barem jedan pojam u njegovoj priri¢ucoj ulozi, koji time struktu-
rira cjelinu povezujuci njezine dijelove na nac¢in na koji nisu medusobno
povezani u agregatima - i koje stoga “nisu potpuno specificirane kada
su svi njihovi dijelovi znani” [30, str. 140] - naziva Russell ‘jedinstva’
(unities) ili ‘stavci. U primjeru koji daje, imamo li proizvoljne oznake
A i B i pojam razlike, te tri oznake zajedno tvore jedan jedini agregat,
ali sastavnice su dvaju razlicitih stavaka, “A se razlikuje od B” i “B se
razlikuje od A” (usp. [30, str. 140]). Opcenito, stavak da neka oznaka A
ima svojstvo P slozeni je entitet ili cjelina koje su sastavnice oznaka A i
pojam P; stavak da je oznaka A u relaciji R s oznakom B sloZeni je enti-
tet sastavljen od oznaka A i Bipojma R itd., no u svim tim slucajevima
relevantan pojam nije tek jedna od oznaka u cjelini, ve¢ se u njoj javlja
“kao povezujudi ili kvalificiraju¢i” [30, str. 140]. Oznake A i B pritom
takoder mogu biti pojmovi ili pak mogu biti stvari. Kako su stavci, bili
istiniti ili neistiniti, cjeline - slozeni entiteti koji i sami mogu biti pred-
meti mi$ljenja — i istiniti i neistiniti stavci jesu, imaju bitak, oznake su.”’

! Maloj terminolo$koj zbrci pridonosi to $to Russell ponegdje rabi ‘pridjev’ i ‘glagol’
za rijeci koje naznacuju (indicate) pojmove, ponegdje pak za same pojmove, tj. za pri-
roke i relacije. Takoder, ponegdje ‘oznaka’ rabi u uzem smislu samo za podmet stavka
pa govori o “oznakama stavka kao onim oznakama, koliko god brojne, koje se javljaju u
stavku i mogu se shvatiti kao podmeti o kojima je stavak” 30, str. 45]. Tako, primjerice,
u istom odsjecku u kojem kaze da pridjevi naznacuju priroke, a glagoli relacije, ujedno
pise da su priroci “pojmovi, osim glagola, koji se javljaju u stavcima koji imaju samo
jednu oznaku ili podmet” [30, str. 45].

2 Prema Russellu, teorija po kojoj bi “pridjevi ili atributi ili idealne stvari, ili kako
god ih zvali” bili nekako ontologijski manjkavi “¢ini se potpuno pogrjesnom i lako sved-
ljivom na protuslovlje” [30, str. 46].

» Teorija se usloznjava time $to imati bitak ne znaci ujedno i postojati. Russell stro-
go razlikuje bitak i opstojnost: “Razlika izmedu bitka [Being] i opstojnosti [existence]
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Primijetimo da Russell u iznad citiranom tekstu izricito tvrdi da sve
Sto uopce jest jest neko jedno — ‘entitet’ i ‘pojedinacnost’ za nj su isto-
znacnice, koje se jednako odnose i na fizicke predmete i na razrede i
na stavke. Imati na umu Russellovo prianjanje u Principles uz tu “staru
maksimu da ‘Sto god jest, jedno je’” [32, str. 189] vazno je za razumije-
vanje finih nijansi njegove analize paradoksa i odgovora koji na nj daje.

Znajudi sada $to su za Russella stavci, moZemo pribliZno odgovoriti
na pitanje $to su stavacne funkcije. Pojam stavac¢ne funkcije za Russella
je jedan od temeljnih pojmova (fundamental notions), koji se stoga moze
objasniti, ali ne i definirati u pravom smislu (usp. [30, str. 19]). Objas-
njavajuci pojam, Russell kaze: “¢(x) je stava¢na funkcija ako je, za svaku
vrijednost x-a, ¢(x) stavak, odreden [determinate] kada je dan x” [30, str.
19]. Medutim, to je objasnjenje nedovoljno precizno — nije svaka funk-
cija koja svojim argumentima pridruzuje stavke ve¢ samim time stavac-
na funkcija. Primjerice, funkcija koja Sokratu pridruzuje stavak “Kisa
pada’, Platonu stavak “Ulice su mokre”, a broju dva Pitagorin poucak
nije stavacna funkcija. Stavacna funkcija svakomu argumentu pridru-
zuje stavak koji kao svoju sastavnicu sadrzava taj isti argument. Stovise,
dva razlicita stavka koji su vrijednosti iste stava¢ne funkcije ¢(x) za dva
razli¢ita argumenta a i b moraju biti takvi da se medusobno razlikuju
samo utoliko §to stavak ¢(a) (tj. stavak koji je vrijednost funkcije ¢(x)
za argument a) kao svoju sastavnicu sadrzava oznaku g, a stavak ¢(b)
(tj. stavak koji funkcija ¢(x) pridruzuje argumentu b) sadrzava oznaku
b. Russellov je primjer stavac¢ne funkcije “x je Covjek™

U svakom stavku, koliko god slozenom, koji ne sadrzava slobodne [real] varija-
ble, moZemo zamisliti da je jedna od oznaka, ne glagol niti pridjev, zamijenjena
drugom oznakom: umjesto “Sokrat je ¢ovjek” mozemo staviti “Platon je covjek’,
“broj 2 je ¢ovjek” i tako dalje. Time dobivamo uzastopne stavke koji se slazu u
svemu osim u jednoj promjenjivoj [variable] oznaci. Stavivsi x za promjenjivu
oznaku, “x je Covjek” izrazava tip svih takvih stavaka [30, str. 19-20].**

vazna je, a dobro se ilustrira postupkom brojanja. Sto se moze brojati, mora biti nesto i
svakako mora biti, iako niposto ne mora posjedovati daljnju povlasticu postojanja” [30,
str. 71]. Time stvarima, pa onda i podmetima stavaka, mogu biti i “mnoge oznake koje
ne postoje, primjerice tocke u neeuklidskom prostoru i pseudopostojeci entiteti [pseu-
do-existents] nekoga romana” [30, str. 45]. Razlika izmedu opstojnosti i bitka klju¢na je
za razlikovanje istinitih i neistinitih stavaka, ali nama ta razlika ovdje nije toliko bitna.

* Izrazi ‘glagol’ i ‘pridjev’ ne odnose se pritom na rijeci koje naznacuju pojmo-
ve (relacije i priroke), nego na pojmove same (vidi bilj. 21). Upozoriti na Russellovu
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Pojedina se stavacna funkcija, prema Russellu, moze shvatiti kao
“tip” stavaka, tj. kao “razred svih stavaka koji nastaju varijacijom jedne
oznake” [30, str. 93] ili, drugim rije¢ima, kao razred svih stavaka koji
dijele odredenu postojanost oblika (constancy of form) (usp. [30, str.
89]). Primjerice, stavacnu funkciju “x je covjek” moze se shvatiti kao
razred stavaka {“Sokrat je covjek”, “Platon je ¢ovjek”, “Broj dva je ¢o-
vjek’, ...}. Russell, medutim, napominje da je pojam stava¢ne funkcije
ve¢ pretpostavljen u definiciji takvih razreda i da stoga to pojasnjenje
ne treba razumjeti kao definiciju pojma stavacne funkcije (usp. [30, str.
89, 509]). To ¢e nam pojasnjenje morati dostajati: pokusati kazati vise
o stava¢nim funkcijama, odvelo bi nas predaleko.*®

Vidimo, dakle, da tako medusobno razlicite stvari kao sto su filozofi
i brojevi mogu biti argumentima iste stavacne funkcije. Russell, naime,
logiku razumije kao potpuno univerzalnu znanost: logicke su istine isti-
nite jednako o filozofima koliko i o brojevima. Logika stoga, za razliku
od drugih znanosti, nema neko zasebno, ograni¢eno predmetno pod-
rucje: nista $to u bilo kojem smislu jest ne lezi izvan njezina dohvata.
Takav se pogled na logiku ve¢ na samom pocetku Principles odrazava
u Russellovu zahtjevu da logika (i time matematika) mora imati samo
jednu vrstu “istinskih” varijabla, vrijednosti kojih mogu biti bilo koji
entiteti. U protivnom, ako bi bilo $to — Sokrat, recimo, ili broj dva, ili sta-
vak da se Sokrat razlikuje od broja dva - lezalo nekako izvan podrudja
argumenata stava¢nih funkcija poput “ako je x covjek, onda je x covjek’,
“x je istovjetan x-u” i sl., ne bi doista bila rije¢ o potpuno univerzalnim
istinama. Dopusteno je, dakako, po potrebi ograniciti moguce vrijed-
nosti varijabla ili uvoditi posebne vrste varijabla (npr. za brojeve ili za

nemarnost u razlikovanju onoga $to izraz oznacava od samoga izraza — drugim rijeci-
ma, njegovu nepazljivost u razlikovanju izmedu uporabe (use) i spominjanja (mention)
izraza - standardna je napomena u literaturi (usp. [24, str. 34] i [23, str. 634]).

> Kako smo spomenuli u bilj. 5, Russell op¢i pojam razreda definira pomocu poj-
ma stavacne funkcije te bi stoga definicija stava¢ne funkcije u terminima razreda bila
cirkularna.

26 Kako to¢no valja razumjeti Russellove stava¢ne funkcije stari je interpretacijski
problem. Primjerice, Geach je jo$ sedamdesetih napisao da je nac¢in na koji Russell u
Principia Mathematica rabi izraz ‘stavac¢na funkcija’ “beznadno zbrkan i nesuvisao”
[14, str. 217], a Cartwright, tridesetak godina kasnije, da “pokusaji kazati §to to¢no ru-
ssellovska stavacna funkcija jest, ili Sto bi trebala biti, obvezno zavrsavaju u frustraciji”
[6, str. 915].
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razrede), ali varijable koje se javljaju u re¢enicama logike i matematike
kada su precizno i u cijelosti izlozene kao svoje vrijednosti mogu imati
bilo sto:

[U] svakom stavku ciste matematike, kada je u cijelosti izlozen, varijable imaju
apsolutno neogranic¢eno podrucje [field]: bilo koji pomisljiv [conceivable] entitet
moze se supstituirati za bilo koju od nasih varijabla bez $tete za istinitost nadega
stavka [30, str. 7].

To stajaliste tvori vazan dio Russellova shvacanja logike iz vremena Prin-
ciples (ali i daleko nakon njih) i postat ¢e kasnije poznato pod imenom
‘nauk o neogranicenoj varijabli’ (doctrine of the unrestricted variable).”
Prema nauku o neograni¢enoj varijabli, svaka stava¢na funkcija svakoj
oznaci pridruzuje odgovarajuci stavak: bilo $to $to jest, moguca je vri-
jednost varijable bilo koje stavacne funkcije.

Medutim, kako vidimo iz citata na pocetku odsjecka, ¢ini se da Ru-
ssell, odgovarajuci u dodatku knjizi na otkriveni paradoks, napusta nauk
o neogranicenoj varijabli. Prema predlozenoj teoriji tipova, ne moze bilo
koji predmet biti argument bilo koje stavacne funkcije. Za neke vrijed-
nosti varijable stavacna funkcija nije definirana, tj. argumentu ne pri-
druzuje ni istinit ni neistinit stavak. Moguce vrijednosti varijable dane
stavacne funkcije ogranicene su na ono $to Russell naziva ‘podrucjem
znacenja’ te funkcije.

Na koji nacin ogranicenje mogucih vrijednosti varijabla stava¢nih
funkcija pomaze Russellu izbje¢i paradoks? Prisjetimo se, u nasoj smo
analizi s pocetka ovoga rada kazali da je izvor paradoksa pretpostavka
da za svaki uvjet ¢ postoji skup kojega su elementi upravo oni predmeti
koji zadovoljavaju ¢ — odnosno, dijelom sada preuzevsi Russellovo na-
zivlje, da za svaku stavacnu funkciju ¢(x) postoji skup upravo onih pred-
meta kojima ¢(x) pridruzuje istinit stavak. Medutim, u izvodu protu-

%7 Sto se to¢no tvrdi naukom o neogranicenoj varijabli donekle je sporno. Nakon
Heijenoortova utjecajna ¢lanka “Logic as Calculus and Logic as Language” [21] postalo
je uobicajeno smatrati da nauk o neogranicenoj varijabli povlaci da logika mora sadr-
zZavati svoju metateoriju, ali Landini u [25, str. 268-269] pise da je nauk jednostavno
sintakticki zahtjev da svaka formalna logicka teorija mora usvojiti samo jednu vrstu
varijabla (individualne ili entitetske varijable) i upozorava da je “vazno ne pomijesati
Russellov sintakticki nauk o neogranic¢enoj varijabli sa semantickim pitanjima koja se
ticu dopustivoga podrucja varijabla”
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slovlja implicitno smo pretpostavili takoder to da je skup svih predmeta
koji zadovoljavaju uvjet ¢ i sam jedan od predmeta za koje je legitimno
pitati zadovoljava li ¢ — odnosno, da je taj skup i sam jedan od legiti-
mnih argumenta stavacne funkcije ¢(x). Bez potonje se pretpostavke
ocito ne moze izvesti protuslovlje da doti¢ni skup ujedno i zadovoljava
i ne zadovoljava ¢, tj. da mu funkcija ¢(x) ujedno pridruzuje i istinit i
neistinit stavak. No ta pretpostavka trivijalno slijedi iz nauka o neogra-
nic¢enoj varijabli. Odbacivsi nauk o neogranicenoj varijabli i prikladno
ograniciv§i moguce argumente stavacne funkcije, Russell onaj predmet
koji je skup svih predmeta kojima dana funkcija pridruzuje istinit stavak
ostavlja izvan njezina podrucja znacenja. Problematican je skup uklo-
njen iz legitimnih argumenata te iste funkcije — njemu ona ne pridruzuje
nikakav stavak i protuslovlje je time izbjegnuto.

Russellov bismo prijedlog mogli opisati na sljedeci nacin. Suprotno
nauku o neogranicenoj varijabli, ne pridruzuje svaka stavacna funkci-
ja svakomu predmetu neki stavak, nego samo onim predmetima koji
se nalaze u njezinu podrucju znacenja. Ta podrucja znacenja tvore ti-
pove — odnosno, ona nisu takore¢i nasumi¢no pridruzena pojedinim
funkcijama, nego postoji sustavan hijerarhijski nacin na koji su moguce
vrijednosti varijabla stava¢nih funkcija ogranicene. S jedne strane, za
svaki predmet x postoji neki maksimalan skup predmeta T takav da je
svaka stavacna funkcija ¢(x) koja je definirana za x definirana ujedno
i za svaki ¢lan skupa T.*® Takve skupove Russell naziva minimalnim
tipovima. Ako je stava¢na funkcija definirana za neki predmet iz ne-
koga minimalnog tipa - drugim rije¢ima, ako taj predmet sadrzava u
svojem podrucju znacenja, tj. pridruzuje mu bilo istinit bilo neistinit
stavak — onda je ona definirana i za svaki predmet iz toga minimalnog
tipa. Uzmemo li neku pojedinacnost, primjerice Sokrata, postoji neki
maksimalan skup predmeta — ovom je slucaju to skup svih pojedinac-
nosti — takav da je svaka stava¢na funkcija koja Sokratu pridruzuje bilo
istinit bilo neistinit stavak definirana i za svaki ¢lan toga skupa, tj. za
svaku pojedinacnost. Skup pojedinacnosti stoga je minimalan tip. Skup
skupova pojedinac¢nosti takoder je minimalan tip: ako neka stava¢na

U tekstu citiranom na pocetku odsjecka Russell ne navodi eksplicitno uvjet mak-
simalnosti, ali on se ¢ini nuznim: u protivhom bi i skup {x} bio tip, a to nije u skladu s
Russellovim opisom teorije tipova dalje u tekstu.
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funkcija ima vrijednost za neki skup pojedina¢nosti kao svoj argument,
onda ima i za svaki skup pojedinac¢nosti. Na temelju ideje da podrudja
znacenja tvore tipove, opisuje dalje Russell hijerarhiju tipova (i time
hijerarhiju njima odgovarajucih stava¢nih funkcija): skup svih oznaka
ili pojedinac¢nosti najnizi je minimalan tip, idu¢i je minimalan tip skup
svih skupova pojedinacnosti, zatim skup kojega su ¢lanovi svi skupovi
skupova pojedinacnosti, i tako dalje. Opcenito, pise Russell, skup od
svojih elemenata “mora uvijek biti za jedan visega tipa” [30, str. 525].
S druge strane, ako je predmet odredenoga minimalnog tipa argument
neke stavacne funkcije, onda predmet nekoga drugog minimalnog tipa
opcenito nije legitiman argument te iste funkcije. Primjerice, ako neka
funkcija skupu {Sokrat, Platon} pridruzuje odgovarajuci stavak, onda
ona tipi¢no ne ¢e biti definirana ni za pojedina¢nost poput Sokrata ni
za skup poput {{Sokrat, Platon}, {Platon, Aristotel}}.> Skup svih argu-
menata kojima ¢(x) pridruzuje istinit stavak, kako je taj skup razli¢itoga
minimalnog tipa od svojih ¢lanova, tj. od argumenata funkcije ¢(x),
tipi¢no ne ¢e biti i sam jedan od legitimnih argumenata te iste funkcije.
Time teorija tipova izbjegava paradokse poput onoga o skupu svih sku-
pova koji nisu svoji ¢lanovi. Pored opisane hijerarhije tipova, zasebni su
tipovi i skup svih uredenih parova pojedinacnosti, skup svih skupova
uredenih parova pojedinacnosti, tj. skup dvomjesnih relacija (eksten-
zionalno shvacenih) izmedu pojedinacnosti, skup dvomjesnih relacija
izmedu uredenih parova i sl. Zanemarimo li to sto Russell dopusta da
se podrucje znacenja nekih stavacnih funkcija sastoji od zbroja vi§e mi-
nimalnih tipova, dobivamo tako standardnu tipsku strukturu onoga sto
danas nazivamo ‘jednostavna teorija tipova’.

Medutim, opis Russellova prijedloga u prethodnim odlomcima
ne govori nam cijelu pric¢u. Pazljivijem (citatelju dva su detalja mogla
zapeti za oko. Najprije, predmeti najnizega tipa nazvani su ‘oznake’
i ‘pojedinacnosti’. No vidjeli smo da Russell izraze ‘oznaka’ i
‘pojedinacnost’ razumije kao istoznacnice izrazu ‘entitet’ — dakle, kao

¥ Postoje iznimke. Russell smatra da nisu samo minimalni tipovi tipovi: zbroj ne-
koliko minimalnih tipova takoder moze biti tip, tj. podrucje znacenja neke stavacne
funkcije. Stovise, kaze da mu se ¢ini da “zbroj bilo kojega broja minimalnih tipova jest
tip” [30, str. 525]. Razlog za to su stava¢ne funkcije poput “x je istovjetan x-u’”, koja daje
(istinit) stavak za bilo koju vrijednost varijable - tj. za bilo koji predmet, bilo kojega
minimalnog tipa - i koja stoga ima posve neogranic¢eno podrucje znacenja.
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izraze koji se odnose na sve $to uopée moze biti predmetom misljenja,
na sve $to ima bitak. Stovise, vidjeli smo da i razrede Russell ubraja
medu pojedina¢nosti. Kako to pomiriti s teorijom prema kojoj su po-
jedinac¢nosti samo neke od mogucih vrijednosti varijabla, tj. s teorijom
prema kojoj skupovi nisu pojedina¢nosti? Sto Russell ima na umu kada
u izlaganju teorije tipova govori o pojedina¢nostima? Kao drugo, Ru-
ssellov smo odgovor na protuslovlje opisali govore¢i o skupovima. No,
kako vidimo iz dijelova Principles koje smo citirali, termin koji Russell
redovito rabi je ‘razred’, ne ‘skup’. Ima li kakve relevantne razlike iz-
medu skupova i Russellovih razreda? Iako se rije¢ ‘skup’ (set) pojav-
ljuje na mnogim mjestima u Principles, ona nema tehnic¢ko znacenje
kakvo imaju ‘razred’ (class) i s njim povezani izrazi poput ‘kolekcija’
(collection) i ‘agregat’ (aggregate) (usp. [18, str. 269]). Russellovi razredi
pritom doista ne odgovaraju u potpunosti onomu $§to danas standardno
razumijemo pod terminom ‘skup’. Strogo gledano, ontologija Principles
— barem do samoga prijedloga teorije tipova u dodatku knjizi — uopce
ne sadrzava skupove.

Za razumijevanje Russellova odgovor na paradoks - i time nacina
na koji je on sam razumio paradoks koji je otkrio - moramo sada malo
detaljnije pogledati o ¢emu Russell zapravo govori kada govori o razre-
dima.

Russellovi razredi

Opisati Russellove filozofijske poglede na narav razreda i kako su se
ti pogledi mijenjali tijekom pisanja The Principles of Mathematics nije
jednostavan zadatak. Knjiga je objavljena u svibnju 1903., ali Russell
na njoj radi od 1897., tijekom godina cesto i znatno revidirajudi svoja
stajalista. Razliciti dijelovi objavljenoga teksta napisani su u razli¢itim
razdobljima, omedenim trima klju¢nim dogadajima, i mnogi su ostatci
u meduvremenu napustenih pogleda pronasli put u zavr$ni tekst knjige.
Prvi je klju¢an dogadaj Russellovo upoznavanje s Peanom pocetkom
kolovoza 1900. i odusevljenje njegovim djelima. Drugi je otkriée pa-
radoksa u travnju ili svibnju 1901. Tre¢i je pazljivo ¢itanje Fregeovih
Grundgesetze u lipnju 1902. (nakon sto su Principles ve¢ predani u tisak)
i korespondencija s Fregeom koja je uslijedila nakon toga. Od sedam
glava od kojih se sastoje Principles vecina je napisana do kraja 1900., za
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trajanja peanovskoga medenog mjeseca, no prva i druga — koje su ujed-
no filozofijski najznacajniji dio knjige — dovrsene su kasnije.” Zavrsnu
inacicu druge glave (“Number”) napisao je Russell u lipnju 1901., a prve
(“Indefinables of Mathematics”) tek u svibnju 1902., no ukljucivsi u nju
gotovo sav tekst prethodne inacice napisane godinu dana ranije. Medu-
tim, u obje se glave nalaze i reciklirani dijelovi ranijega pretpeanovskog
rukopisa. Takoder, obje glave — ukljucujudi Sesto poglavlje prve glave
(“Classes”), u cijelosti posveceno raspravi o razredima, i posebice de-
seto poglavlje (“The Contradiction”), koje ukljucuje nekoliko razlicitih
formulacija Russellova paradoksa, pokusaj logicke dijagnoze i naznake
predlozenih rjeSenja - sadrzavaju znatne naknadne izmjene unesene
tijekom korekture, ¢esto s uocljivim Fregeovim utjecajem. Dva dodatka,
vazna za razumijevanje Russellovih, uvjetno govoreci, konac¢nih pogleda
na razrede u Principles, napisana su krajem 1902. Prvi dodatak (“The
Logical and Arithmetical Doctrines of Frege”), u kojem Russell, uspo-
redujudi ih sa svojima, izlaze osnovne pojmove i ideje Fregeova pogleda
na logiku i aritmetiku i modificira svoj nauk o razredima, dovr$en je
u studenom, a drugi (“The Doctrine of Types”), u kojem iznosi teori-
ju tipova kao prijedlog odgovora na paradoks, mozda tek u prosincu.
Korektura knjige, s ve¢im ili manjim izmjenama teksta, trajala je do u
veljacu 1903.°" Russellova se razmatranja o razredima stoga na mno-

%0 Sastavnih sedam cjelina koje tvore Principles naziva Russell jednostavno ‘dijelovi’
(parts), no radi jasnoce, tj. kako bismo izbjegli mogucu zabunu oko toga govorimo
li u tekstu o samim tim sastavnim cjelinama ili o proizvoljnim dijelovima Principles,
nazivamo ih ovdje ‘glave’.

*! Detaljniji opis povijesti i konteksta nastanka Principles, kao i Russellovih ranijih
stajalista i utjecaja na njih, moze se naci u [18]. Kronoloska tablica nastanka pojedinih
dijelova knjige nalazi se na str. 294 i u njoj je dovrsetak obaju dodataka datiran u po-
¢etak studenoga 1902. Rani rukopis iz 1899.-1900., koji prethodi Peanovu utjecaju, i
rekonstruirana inacica prve glave Principles iz svibnja 1901., u kojoj Russell prvi put pise
o otkrivenom protuslovlju, objavljene su u [33], s informativnim uvodom i prate¢im
tekstovima urednika G. H. Moorea. Kronoloska tablica s podatcima o Russellovu Zivo-
tu i filozofijskim i matematickim radovima u razdoblju izmedu kraja kolovoza 1899. i
svibnja 1903. nalazi se na str. liii-lviii, no bez podatka o tome kada su napisani dodatci.
Medutim, piSe da je izdavac 15. studenog 1902. zaprimio dodatak A (usp. [33, str. lvi]),
a Moore u uvodnom tekstu kaze da je dodatak B napisan vjerojatno u prosincu (usp.
[33, str. xxxix]). Promjene koje je Russell u korekturi naknadno unio u predgovor i tekst
prve glave sabrao je Blackwell u [1], a za drugu je glavu isto u¢inio Byrd u [2]. Blackwell
u [1, str. 284] napominje da je moguce da su i oba dodatka naknadno revidirana.
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gim mjestima u Principles medusobno znatno razlikuju - ponegdje ¢ak
izravno protusloveci jedna drugima - ¢uvajudi tragove razlicitih “rjese-
nja koja su [Russella] neko vrijeme zadovoljavala” [30, str. xix]. Slijedeci
te tragove, pokusat ¢emo rekonstruirati kako je Russell, u svjetlu svojih
metafizickih pogleda na narav razreda, sam razumio paradoks koji je
otkrio i rjeSenje koje je na nj predlozio. Kao i ¢esto do sada, odredena
pojednostavljivanja bit ¢e pritom neizbjezna.

Temeljna distinkcija u Russellovoj metafizici razreda u Principles ona
je izmedu razreda kao mnostva (class as many) i razreda kao jedno-
ga (class as one). Razred kao mnostvo jednostavno je mnos$tvenost ili
mnozina (plurality) danih oznaka ili pojedinacnosti — preciznije, svih
onih oznaka koje zadovoljavaju neku stava¢nu funkciju — no mnozina
oznaka shvacena upravo qua mnozina, tj. ne kao jedan entitet, ne kao
zasebna cjelina konstituirana tim oznakama. Razred kao mnostvo sam
nije oznaka, nije pojedina¢nost, nije zaseban entitet, nego samo mnos-
tvenost oznaka, mnozina pojedina¢nosti, mnostvo danih entiteta. Za
razred kao mnostvo rabi Russell takoder izraz ‘kolekcija’.** Tako kolek-
cije, strogo gledano, nemaju bitak — u smislu da nisu zasebni entiteti,
nisu oznake — Russell i 0 njima govori kao o predmetima (objects), $to,
suprotno tekstu koji smo citirali na pocetku drugoga odsjecka, upravo
‘predmet’ ¢ini najsirom rijeci u njegovu filozofijskom rje¢niku.”

Razred kao jedno, s druge strane, jest cjelina sastavljena od danih
pojedinacnosti, jedinstven slozeni entitet koji tvore pojedinacnosti u
pitanju. Razred kao jedno i sam je, dakle, neko jedno, tj. zasebna oznaka
ili pojedinac¢nost. Od stavaka, koji su, kako smo vidjeli, takoder cjeline
ili slozeni entiteti, razred kao jedno razlikuje se time $to je “odreden ¢im
su njegove sastavnice znane” [30, str. 139]. Primjerice, imamo li oznake
A i Birelaciju R, oni zajedno tvore jedan jedini razred kao jedno, iako
su sastavnice dvaju razlicitih stavaka — naime, stavka da je A u relaciji R

32 Upozorava pritom da je, iako je rije¢ ‘kolekcija’ gramaticki u jednini, ono na $to
se ona odnosi “bitno mnozina [essentially plural]” [30, str. 70]. O¢ito, slican je problem s
nasim prijevodom ‘razred kao mno$tvo’. Precizniji bi prijevod bio ‘razred kao mnoga’,
no ¢inio nam se jezi¢no ekstravagantnim.

33 U podrubnici naknadno dodanoj u korekturi (usp. [1, str. 285]) Russell napomi-
nje da rije¢ ‘predmet’ rabi “u $irem smislu od oznaka, tako da pokriva i jedninu i mno-
zinu’, no upozorava da mogucnost rijeci sa $irim znac¢enjem od ‘oznaka’ vodi “teskim
logickim problemima” [30, str. 55].
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prema B i stavka da je B u relaciji R prema A. Razred kao jedno, drugim

rije¢ima, ono je $to Russell naziva ‘agregat’.**

Razlika izmedu razreda kao mnostva i razreda kao jednoga, kaze
Russell, cesto se povlaci u jeziku. Uzevsi neke od njegovih primjera,
govorimo li o prostornim tockama, trenutcima, vojnicima i Francu-
zima, govorimo o razredima kao mnos$tvima; govorimo li o prostoru,
vremenu, vojsci i francuskoj naciji, rije¢ je o razredima kao jednima
(usp. [30, str. 68, 524]). Stavci poput “Sokrat je jedan od ljudi” izrazavaju
relaciju izmedu entiteta i mnozine entiteta, izmedu oznake i razreda
kao mnostva kojemu ta oznaka pripada. S druge strane, stavci poput
“Sokrat pripada ljudskoj vrsti” izrazavaju relaciju izmedu dvaju entiteta,
izmedu oznake i razreda kao jednoga — u ovom slucaju, “relaciju izmedu
Sokrata i ljudske vrste, tj. izmedu oznake i njezina razreda shvacenoga
kao cjeline” [30, str. 78].

Razred kao mnostvo i razred kao jedno mogu, dakako, sadrzavati
posve iste oznake, ali oni — barem u slucaju kada se sastoje od vise od
jedne pojedinacnosti — nisu time isti predmet. Odnosno, nije tako da
je jedan te isti razred “jedno u jednom smislu, a mno$tvo u drugom”
[30, str. 76]. Naime, kaze Russell, “kad god se razred sastoji od vise od
jedne oznake, moze se dokazati da takvo poistovjecivanje nije dopusti-
vo~ [30, str. 76].> No i razred kao mnostvo i razred kao jedno logicki su

** Razlikovanje izmedu kolekcija i agregata prisutno je ve¢ u Russellovu pretpea-
novskom rukopisu iz 1899.-1900., iako u njem jos ne rabi izraze ‘razred kao mnostvo’
i ‘razred kao jedno’. Dijelovi poglavlja “Meaning of Whole and Part” toga rukopisa
ukljuceni su u poglavlje “Whole and Part” zavr$noga teksta Principles. Knjiga stoga
sadrzava malu terminolo$ku neujednacenost glede izraza ‘cjelina’ i ‘agregat’. Naime, u
spomenutom se poglavlju rukopisa ti izrazi rabe samo za sloZene (complex) oznake (usp.
[33 str. 35]). To je znacenje preneseno i u odgovarajuce poglavlje u Principles (usp. [30,
str. 137]) pa se u njem ‘cjelina’ ne odnosi na jedinicni razred kao jedno, tj. na razred
kao jedno koji sadrzava samo jednu oznaku. Stoga na kraju poglavlja Russell pise da
“ono $to smo zvali razredima kao jednima moze se uvijek, osim ako sadrzavaju jednu
ili nijednu oznaku, [...] protumaciti kao agregate” [30, str. 141]. Medutim, u (kasnije
pisanom) poglavlju “Classes”, Russell rabi ‘cjelina’ u $irem smislu tako da ukljucuje i
cjeline sastavljene od svega jedne oznake (usp. [30., str. 77]).

> Razlog koji navodi taj je $to razliciti pojmovi oznacavaju (denote) razred kao
mnostvo i razred kao jedno, no ako bi razred kao mnostvo bio istovjetan odgovarajuce-
mu razredu kao jednom, “slijedilo bi da §to god denotira jedan, mora denotirati i drugi”
[30, str. 76]. Kazati viSe o tome trazilo bi ekskurs u Russellovu teoriju oznacavaju¢ih
pojmova.
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neophodni. S jedne strane, razred kao mnostvo ono je cemu se priricu
brojevi veci od jedan.* Drugim rije¢ima, samo se u slucaju razreda kao
mnostva, sadrzava li viSe od jedne oznake, radi o “predmetu” koji su
oznake, a ne koji je oznaka (usp. [30, str. 68]).”” Primjerice, stavak “So-
krat i Platon su dvojica” ne moze biti o cjelini sastavljenoj od Sokrata
i Platona jer cjelina je, kao zaseban entitet, “samo i bitno jedno” [30,
str. 68]. No Russell upozorava da se razred kao mnostvo, kako on nije
zaseban entitet, ne smije shvatiti kao jedinstven logicki podmet takvih
stavaka. Samo oznake mogu biti logicki podmeti: sve $to je podmet ne-
koga stavka, kako je samim time pojedinacan predmet misli, ujedno je
i oznaka. Stoga, kada se brojevi priri¢u razredu kao mnostvu, stavak u
pitanju nema jedan podmet, nego mnozinu podmeta:

U takvim stavcima kao “A i B su dvoje” ne postoji logicki podmet: ta tvrdnja
nije ni 0 A ni o B ni o ¢jelini sastavljenoj od oboje, nego strogo i samo o A i B.
Stoga se ¢ini da tvrdnje nisu nuzno o jedinstvenim [single] podmetima, nego
mogu biti o mnogim [many] podmetima [30, str. 76-77].

S druge strane, “nuzno je da mozemo brojati svaki razred kao jedan” [30,
str. 76] i uobicajeno “govorimo o jednoj kolekciji, jednoj mnostvenosti
[manifold] itd., a ¢ini se da u svakom od tih slucajeva doista postoji
nesto $to je jedna oznaka” [30, str. 141]. Stoga su nam, uz razrede kao
mnoStva, potrebni i agregati svih oznaka danoga razreda.

Isprva Russell upravo razred kao jedno uzima kao onaj smisao
‘razreda’ koji je relevantan za simbolic¢ku logiku i, samim time, za ma-
tematiku. Relacija pripadnosti razredu, koju oznacavamo simbolom ‘€’,
relacija je izmedu dviju oznaka - dakle, relacija oznake spram razreda
kao jednoga.’® Naime, pise Russell, razred kao mnostvo “ne moze biti
kao takav predstavljen jednim slovom: stoga u svakoj mogucoj simbo-
lickoj logici slova koja stoje za razrede ne mogu predstavljati razrede kao

% Preciznije govoreci, brojevi se ne priricu jer, prema Russellu, brojevi su odredena
vrsta razreda (razredi ekvipotentnih razreda) i stoga nisu pojmovi nego stvari. Isprav-
nije bi bilo napisati da su razredi kao mnostva ono o ¢emu se moze tvrditi da su nekoga
broja, ali, kako nam to ovdje nije presudno, dopustamo radi jednostavnosti jezika tu
nepreciznost.

37 Prisjetimo se, ‘predmet’ se ne odnosi samo na oznake, tj. entitete, nego i na mno-
zine oznaka (usp. bilj. 33).

3 Malo preciznije, Russell ne rabi danas standardni simbol ‘€’, nego Peanov ‘¢’.
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mnostva” [30, str. 78].*° Iz toga razloga ‘€’, povezuju¢i u matematickoj
notaciji dva simbola, “ne moze predstavljati relaciju oznake prema njezi-
nu razredu kao mnostvu” [30, str. 78].%° Matematicki stavci o razredima,
dakle, stavci su o agregatima. Ta se napomena moze uciniti kao stvar
puke filozofijske sitnicavosti jer moglo bi djelovati o¢itim - i svakako
je isprva tako djelovalo Russellu - da za svaku kolekciju entiteta postoji
ujedno agregat tih istih entiteta.*!

Uocimo da razredi, bilo kao kolekcije bilo kao agregati, nisu za Ru-
ssella apstraktni predmeti poput skupova. Razred kao mnostvo nije ne-
sto povrh ili pored mnozine pojedinacnosti koje ga tvore, ve¢ upravo ta
sama mnozina pojedinacnosti. Kolekcija svih slika na zidu, primjerice,
upravo je mnozina slika, te konkretne slike same. Sli¢no, agregat svih
slika na zidu cjelina je tih istih slika, konkretan slozeni entitet kojega su
slike u pitanju konkretni dijelovi. Stoga za Russella - za razliku od Peana
— ne postoji razlika izmedu razreda, bilo kao kolekcije bilo kao agregata,
koji sadrzi jednu jedinu oznaku i te njegove jedine oznake: mnostvo
od jedne jedine pojedinacnosti jednostavno je ta jedna pojedinacnost,
a cjelina sastavljena od svega jednoga entiteta nije drugo do taj entitet
sam. Peanova je distinkcija, kaze Russell, “nedopustiva u naSem pogledu

* Russell je neko vrijeme neodlucan oko toga bi li kao sredi$nje znacenje ‘razreda’
uzeo razred kao mnostvo ili razred kao jedno. U odsjecku iz kojega citiramo rabi izraz
‘razred’ (bez kvalifikacije) za razrede kao mnostva i stoga za relaciju € ne kaze da je
relacija oznake i razreda kojega je ¢lan nego samo da je s tom relacijom povezana (alli-
ed). No drugdje (u odsjecku koji se ¢ini ranije napisanim) za € kaze da je relacija “po-
jedinacnosti prema razredu kojemu pripada, tj. relacija Sokrata prema ljudskoj vrsti”
[30, str. 19]. Sli¢no tomu, u naknadno umetnutom dijelu zavr$noga odsjecka poglavlja
o razredima (usp. [1, str. 286]) piSe da stavak “Sokrat pripada ljudskoj vrsti” “izrazava
relaciju pojedinacnosti prema svojemu razredu i, kako mogu¢nost relacije zahtijeva,
uzima razred kao jedno, ne kao mnostvo” [30, str. 81]. No u svim tim trima sluc¢ajevima
— iako u prvom ‘razred’ rabi za razred kao mnostvo, a u drugim dvama za razred kao
jedno - € je relacija izmedu oznake i cjeline, ne oznake i mnostva.

“ Nije potpuno jasno zasto je Russell smatrao da se razred kao mnostvo ne moze u
matematickoj notaciji prikazati jednim slovom. Moguce je da je jedan od razloga jedno-
stavno taj $to bi predstavljanje razreda kao mnostva jednim slovom prirodno sugeriralo
da razred kao mnostvo moze biti podmet stavka, tj. da je oznaka.

! Primjerice, Russell u rukopisu iz 1899.-1900. izric¢ito tvrdi da “svaka je cjelina
jedno, a svaka kolekcija oznaka A, B, C itd. sastavlja [composes] cjelinu” [33, str. 16], da
“[blilo koja kolekcija, iako je kao takva mnostvo [many], ipak sastavlja cjelinu” [33, str.
37] i da “bilo koja kolekcija oznaka oblikuje cjelinu” [33, str. 39].
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na razrede” [30, str. 73]. Jednako tako, u Russellovu pogledu na razrede
ne postoji prazan razred: nema mnostva bez ijedne pojedinacnosti ni
cjeline bez ijednoga dijela.*

Uocimo takoder da razred kao mnos$tvo - ve¢ samim time $to je
kolekcija bitno mnoZina, sto kolekcija nije pojedina¢nost — ne moze sam
biti ¢lan razreda, tj. ne moze biti jedna od oznaka u razredu. Opcenito,
nema ogranicenja sto moze biti ¢lan kolekcije “osim $to nijedno ne smije
biti mnostvo [many]” [30, str. 71]. Razred kao jedno - samim time $to
je i sam pojedinacnost — moze, dakako, biti jedna od oznaka u razredu.
Medutim, primjecuje Russell, razred kao jedno, sastoji li se od vise od
jedne oznake, ne moze kao jednu od svojih oznaka sadrzavati sam sebe
— “slozena cjelina ne moze nikada biti jedna od svojih sastavnica” [30,
str. 69]. S druge strane, ¢ini mu se jasnim da razred kao jedno moze biti
¢lan “toga istoga” razreda kao mnostva — preciznije govoredi, razred
kao jedno moze biti i sam jedna od mnostva oznaka koje tvore taj isti
razred kao jedno. Primjerice, razred svih razreda, uzet kao cjelina, i sam
je jedan od razreda (usp. [30, str. 69, 102, 134]).

No pogledajmo sada one razrede kao mnostva koji, uzeti svaki kao
jedno, nisu jedan od ¢lanova “njih samih” Malo preciznije, kolekcije
takve da agregat svih njihovih oznaka sam nije jedna od oznaka u toj
kolekciji. Kolekcija svih filozofa, recimo, takva je kolekcija jer agregat
svih filozofa nije jedan od filozofa. Pretpostavimo li da svakomu mnos-
tvu odgovara neka cjelina sastavljena upravo od oznaka toga mnostva
— kako Russell isprva pretpostavlja — za svaku takvu kolekciju postoji
njoj odgovarajuci agregat.* Uzmimo sada kolekciju svih tih agregata, tj.
razred kao mnostvo svih razreda kao jednih koji nisu jedna od mnostva
svojih oznaka. Opet, prema pretpostavci, i za taj razred kao mnostvo
postoji razred kao jedno svih njegovih oznaka - drugim rijec¢ima, po-
stoji agregat svih agregata koji nisu jedna od svojih oznaka. Uzmimo,

2 JTako Russell smatra da je prazan razred “fikcija” [30, str. 80], slaze se da nas sim-
bolicka notacija i ustaljena matematicka praksa obvezuju “uvesti neki takav pojam” [30,
str. 73] pa kao supstitut za ulogu praznoga razreda predlaze razred svih stava¢nih funk-
cija koje nisu istinite ni za jednu oznaku. Iz sli¢nih je razloga potrebno i razlikovanje
jedini¢noga razreda i njegova jedinoga ¢lana i u tom je smislu “nesumnjivo da je Pea-
nova distinkcija ispravna” [30, str. 131], no svoj prijedlog kako to u¢initi Russell kasnije
uklanja u korekturi (usp. [2, str. 68]).

+ Usp. bilj. 41.
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dakle, taj razred kao jedno i zapitajmo se je li on sam jedna od oznaka
iz mnostva svih njegovih oznaka. Iz svakoga odgovora slijedi suprotno.
To je Russellov paradoks, kako ga je opisao u pismu Fregeu.

Paradoks pokazuje, smatra Russell, da je pogrjesna pretpostavka da
za svaku kolekciju vrijedi da postoji agregat svih pojedinacnosti te ko-
lekcije:

Smatrali smo aksiomatskim da se razred kao jedno moze naci gdje god postoji
razred kao mnostvo; no taj aksiom ne mora biti opcenito prihvacen i izgleda da
je on izvor protuslovlja [30, str. 104].

Ponekad za razred kao mno$tvo ne postoji odgovarajuci razred kao jed-
no. Svaka nam stavacna funkcija daje razred kao mnostvo, ali nema
jamca da nam je time ujedno dan razred kao jedno. Sada napokon po-
staje jasna Russellova dijagnoza paradoksa iz pisma Fregeu: u nekim
slucajevima definirljiva kolekcija - razred kao mnostvo svih oznaka
koje zadovoljavaju stava¢nu funkciju - ne tvori sveukupnost, tj. nema
odgovarajuce cjeline, razreda kao jednoga svih oznaka dane kolekcije.**

Paradoks vodi Russella k prihvac¢anju kao sredisnjega i matematicki
jedinoga relevantnog znacenja ‘razreda’ ne vise razred kao jedno, vec¢
razred kao mnostvo, “jedini predmet koji je uvijek definiran stava¢nom
funkcijom” [30, str. 491]. Prema revidiranomu pogledu na razrede, sada
su stavci poput “Sokrat je jedan od ljudi” oni koji izrazavaju pripadnost
razredu u pravom smislu, ne vise stavci poput “Sokrat pripada ljudskoj
vrsti”. Matematicki relevantna relacija ¢lanstva u razredu, relacija koju
oznacavamo s ‘€’, za Russella nije vise relacija izmedu dviju oznaka, ve¢
relacija predmeta spram razreda kao mnostva predmeta. Ocito, znaci to
da sada dopusta da se u logickoj notaciji razred kao mnostvo prikazuje
jednim simbolom.

Revidirajuci u prvom dodatku Principles svoj nauk o razredima, Ru-
ssell razmatra i odbacuje razlicite alternativne koncepcije razreda, uklju-
¢ujuci onu prema kojoj se razred moze poistovjetiti s cjelinom sastavlje-
nom od svih oznaka toga razreda. Razlog odbacivanja upravo je to $to,

“ U rukopisu iz svibnja 1901., u kojem prvi put razmatra otkriveni paradoks, izrazi
‘razred kao mnostvo’ i ‘razred kao jedno’ jos se ne pojavljuju i Russell ‘razred’, bez
dodatnih kvalifikacija, rabi samo za agregate. U rukopisu stoga jednostavno kaze da
paradoks pokazuje “da ne tvori svaka definirljiva kolekcija razred” [33, str. 195].
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po cijenu protuslovlja, odgovarajuca cjelina “ne moze uvijek postojati
kao oznaka” [30, str. 515], tj. §to ne postoji za svako mnostvo oznaka
razred kao jedno svih oznaka u pitanju. S druge strane, problematicna
je i koncepcija razreda prema kojoj bi razred bio puka mnozina ozna-
ka. Za razliku od razreda kao jednoga, postojanje razreda kao mnostva
uvijek je, doduse, logicki neosporno, ali nevolja je u tome S$to razred
kao mnostvo sam nije zaseban entitet. Kako nije pojedinacnost, vidjeli
smo gore, razred kao mnostvo ne moze biti jedna od oznaka u razredu.
Opcenito, kako razred kao mnostvo nije entitet, razred kao mnostvo ne
moze biti logicki podmet stavka i zato uopce ne postoji nijedan stavak
da je neki razred kao mnostvo ¢lan nekoga razreda. Stoga, ako su razredi
kao mnostva jedino $to imamo na raspolaganju, slijedi neprihvatljiva
posljedica da vise ne mozemo govoriti o razredima razreda - razred
razreda, naime, u tom slucaju ne bi bio mnostvo oznaka, ve¢ “mnostvo
mnostava [many manys]” [30, str. 516].

Odgovor na koji je Russell prisiljen svojevrsno je “postvarenje”
razreda kao mnostava:

Iako je razred mnostvo, a ne jedno, ipak postoji istovjetnost [identity] i razli-
Citost [diversity] medu razredima i stoga razredi mogu biti brojani kao da je
svaki pravo jedinstvo [genuine unity]; i u tom smislu mozemo govoriti o jednom
razredu i o razredima koji su ¢lanovi razreda razreda [30, str. 516-517].

Dvije su vazne posljedice toga postvarenja. Prva je da Russellovi razredi
postaju vrlo tajnovita vrsta predmeta - otprilike ono $to danas nazivamo
‘skupovi’. Dopustanjem da je razred kao mnostvo i sam u nekom smislu
jedno - ¢ime razred kao mnostvo moze biti jedan od ¢lanova nekoga
daljnjeg razreda — omoguceni su razredi razreda (kao mnostava) kao
legitimna vrsta predmeta. No time se namece peanovsko razlikovanje
izmedu jedini¢noga razreda i njegova jedinoga ¢lana, barem kada je ¢lan
o kojem je rijec razred s viSe od jednoga ¢lana. Argument je jednosta-
van. Neka je S razred s vise od jednoga ¢lana, a S’ razred kojega je jedini
¢lan S. Tada, ako bi S’ bio istovjetan S-u, S’ bi, suprotno pretpostavci,
imao vie od jednoga ¢lana. Russell stoga sada jednostavno prihvaca da
je u svim slucajevima jedini¢ni razred razlicit predmet od njegova jedi-
noga ¢lana. No ako smo ve¢ prihvatili tu distinkciju, “mozemo dakako
takoder dopustiti [razred] u slucaju prazne stavacne funkcije” [30, str.
517], tj. dopustiti postojanje praznoga razreda. Problem je sada kako
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tocno shvatiti $to su zapravo Russellovi razredi. U slucaju kada razred
ima vise od jednoga ¢lana, razred mozemo poistovjetiti s mnostvom
njegovih clanova, kaze Russell (usp. [30, str. 517]), no prisiljeni smo
ujedno dopustiti postojanje razreda koji su razliciti od svojega jedinog
¢lana, kao i razred bez ijednoga ¢lana uopce.* Kolekcije su, kao i agrega-
ti, djelovale metafizicki nevinima, ali to nije slucaj s praznim mnos§tvom
i mnostvom razli¢itim od jedinoga predmeta u tome mnostvu.

Druga je posljedica postvarenja razreda hijerarhija logickih tipova.
Razred kao mnostvo, smatra sada Russell, moZe i sam biti logicki pod-
met, ali, kako razredi kao mnostva nisu oznake, “u stavcima razlicite vr-
ste od onih u kojima su njegove oznake podmeti” [30, str. 105]. Razredi
kao mnostva predmeti su logicki drukcijega tipa nego oznake. Priroci i
relacije koje se odnose na razrede “razliciti su (uz neke iznimke) od onih
koji se mogu pojaviti u stavcima koji imaju pojedinacne [single] oznake
kao podmete” [30, str. 516]. Drugim rijec¢ima, stavac¢ne funkcije kojima
argument moze biti bilo koja oznaka obi¢no ne ¢e kao svoje argumente
imati razrede oznaka, razrede razreda itd. To je razlikovanje logickih
tipova u osnovi Russellove teorije tipova: “Temeljni nauk na kojem sve
pociva nauk je da podmet stavka moze biti mnozina [plural]” [30, str.
517].

Zakljucak

“Filozofija je”, piSe Bertrand Russell u The Principles of Mathematics,
“uglavnom pitanje uvida i percepcije” [30, str. 129]. Svako matematicko
istrazivanje polazi od odredenih nedokazljivih stavaka i nedefinirljivih
entiteta, a uloga je filozofije u utemeljenju matematike, izmedu ostaloga,
raspoznavanje i razlucivanje tih polaznih matematickih entiteta. Jedan
od ciljeva knjige, kaze Russell u predgovoru, “objasnjenje je temeljnih
pojmova koje matematika prihvaca kao nedefinirljive” [30, str. xv]. Taj

* Prihvativsi u prvom dodatku Principles prazan razred i distinkciju izmedu razreda
i jedinoga clana toga razreda, Russell razrede (kao mnostva), prevevsi odgovarajuci
Fregeov termin (Werthverliufe), pocinje nazivati ‘podrucja’ (ranges). Taj izraz dosljed-
no rabi u drugom dodatku, ogranicivsi izraz ‘razred’ na podrucja kojih su svi ¢lanovi
medusobno istoga tipa.
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je filozofijski pothvat “nastojanje vidjeti jasno, i uciniti da i drugi vide
jasno, doti¢ne entitete, kako bi um mogao imati onu vrstu upoznatosti
s njima kakvu ima s crvenoscu ili okusom ananasa” [30, str. xv]. Medu-
tim, piSe da nije uspio “percipirati nijedan pojam koji zadovoljava uvjete
trazene za pojam razreda” [30, str. xv—xvi]. Razlog je, dakako, paradoks
koji je otkrio tijekom pisanja knjige.

Svojim prijedlogom rjeSenja paradoksa Russell nije bio zadovoljan
— izmedu ostaloga, upravo zbog problemati¢ne metafizike razreda u
pozadini toga prijedloga.*® Mnozinama predmeta koje, iako nisu za-
sebni entiteti, jesu logi¢ki podmeti stavaka, mnostvima razli¢itima od
jedinoga predmeta u mnostvu i kolekcijama bez ijednoga predmeta u
kolekciji nije jednostavno dati ontologijsku domovnicu. Takoder, reifi-
ciranjem razreda kao mnostava, tj. ¢injenjem njih logickim podmetima,
razlika izmedu razreda kao mnostva i razreda kao jednoga ne djeluje
viSe nimalo ocitom. Razredi kao mnostva i sami se ¢ine punokrvnim
entitetima prema svim Russellovim kriterijima: predmeti su misljenja,
sastavnice su stavaka, mogu se brojati (usp. [30, str. 43]). No tada te-
orijom tipova iznesenom u drugom dodatku Principles Russell doista
napusta nauk o neogranic¢enoj varijabli: unato¢ tomu $to ‘oznakama’
i ‘pojedinacnostima’ naziva samo predmete na najnizoj razini tipske
hijerarhije, ti predmeti ne ukljucuju sve entitete.”” Vidjeli smo, medutim,
da je nauk o neogranicenoj varijabli sastavni dio Russellova shvacanja
logike kao potpuno univerzalne znanosti. U godinama koje su uslije-
dile nakon Principles problemi tamo iznesene teorije tipova nagnali su
Russella rjesenje paradoksa potraziti u pokusajima potpune eliminacije
razreda i drugih problemati¢nih entiteta iz pozadinske ontologije, kul-
minirajudi u izgradnji razgranate teorije tipova u Principia Mathematica.

4 Uz nevolje s razredima, Russellov je prijedlog i stavke ucinio problemati¢nom
vrstom predmeta. Kao prvo, kako za svaki predmet, ukljucujuci razrede kao mnostva,
postoji stavak da je taj predmet istovjetan samomu sebi - i kako pritom razreda ima
strogo vise od pojedina¢nosti - ¢ini se da stavci ne mogu biti pojedina¢nosti iako su,
kako smo vidjeli, za Russella stavci cjeline, slozeni entiteti. Kao drugo, Russell poka-
zuje da je, pod plauzibilnom pretpostavkom da stavci tvore jedinstveni tip, izvedljivo
protuslovlje. Formalna analiza Russellova paradoksa stavaka moze se na¢i u [12] i [3].

7 Russell stoga, opisujuci teoriju tipova, za oznaku ili pojedinacnost samo kaze da
je “bilo koji predmet koji nije podrucje” [30, str. 523], tj. bilo §to $to nije razred kao
mnostvo (usp. bilj. 45).
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